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数学二测试卷解析

一、选择题：1～8 小题，每小题 4 分，共 32 分，下列每小题给出的四个选项中，只有一项

符合题目要求的，请将所选项前的字母填在答题纸．．．指定位置上.

（1）设

2

0
3

tan
, 0,( )

, 0

x
t dt

xf x x
k x


  
 


在 0x  处连续，则 k （ ）

（A）
1 .
3

（B）
1 .
6

（C）0. （D）3.

【答案】（A）

【解析】由已知及洛必达，得

2 2
0

3 20 0 0

tan tan 1lim ( ) lim lim .
3 3

x

x x x

t dt xf x k
x x  

   
故选（A）.

（2）设 ( ) lim sin cos (0 ),
2

n n n

n
f x x x x 


    则 ( )f x 在 (0, )

2


内不可导的个数为（ ）

（A）3. （B）2. （C）1. （D）0.

【答案】（C）

【解析】由夹逼准则得

cos , 0 ,
4( )

sin , .
4 2

x x
f x

x x



 

   
  


再结合导数定义可知 ( )f x 在
4

x 
 处

不可导，故选（C）.

（3）设 2 2
1 20 0

sin , ,
sin

x xI dx I dx
x x

 

   则（ ）

（A） 2 11 .I I  （B） 2 1 1.I I  （C） 2 11 .I I  （D） 1 21 .I I 

【答案】（B）

【解析】当 0x  时，
sinsin , 1 ,

sin
x xx x
x x

   所以 2 2
1 20 0

sin ,
sin

x xI dx I dx
x x

 

   

当0
2

x 
  时，

2sin ,x x


 即
sin 2 ,x
x 

 故 2 2
1 0 0

sin 2 1,xI dx dx
x

 


    故选（B）.

（4）设函数 ( )f x 在区间 ( 1,1) 内二次可导，已知 (0) 0, (0) 1,f f   且 ( ) 0f x  当

( 1,1)x  时成立，则（ ）

（A）当 ( 1,0)x  时 ( ) ,f x x 而当 (0,1)x 时 ( )f x x .
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（B）当 ( 1,0)x  时 ( ) ,f x x 而当 (0,1)x 时 ( )f x x .

（C）当 ( 1,0)x  与 (0,1)x 时都有 ( )f x x .

（D）当 ( 1,0)x  与 (0,1)x 时都有 ( )f x x .

【答案】（D）

【解析】由题设知，曲线 ( )y f x 在原点处的切线方程为 ,y x 而曲线 ( )y f x 在 ( 1,1)

内是凸弧.由凸弧与其上某点处的切线的位置关系即知结论（D）正确.

（5）设  f x 为连续函数，  
t t

y
dxxfdytF

1
)()( ，则 )2(F  等于（ ）.

（A）  2 2f . （B）  2f . （C）  2f . （D）0 .

【答案】（B）

【解析】交换积分次序,使得只有外面这道积分限中才有 t，其他地方不出现 t

由  
t t

y
dxxfdytF

1
)()( 知：

1
y x t
y t

 
  

，交换积分次序
1
1

x t
y x

 
  

，得

 
t t

y
dxxfdytF

1
)()( =    

t x t
dxxxfdxdyxf

1 1 1
)1)((])([

于是， )1)(()(  ttftF ，从而有 )2()2( fF  ，故应选(B).

（6）设 ( )yz f xy
x

 ，其中函数 f 可微，则
x z z
y x y
 

 
 

（ ）.

（A） 2 ( )yf xy . （B） 2 ( )yf xy . （C）
2 ( )f xy
x . （D）

2 ( )f xy
x

 .

【答案】（A）

【解析】        ，xyfx
x
yxyf

xy
zxyfy

x
yxyf

x
y

x
z '1,'2 








所以有
x z z
y x y
 

 
 

2 ( )yf xy .

（7）设

1 2
1 1 2 ,
0 3 1

k
A B

 
   
  

是 3 阶矩阵， ( ) 2, ( ) 1,r B r AB  则 k （ ）

（A）1. （B）-1. （C）2. （D）-2.

【答案】（B）

【解析】由已知，有1 ( ) min{ ( ), ( )} 2,r AB r A r B   故 ( ) 3.r A 
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又由于

1 2
0 3 2 ,
0 0 1

k
A k

k

 
   
   

故 1.k  

（8）设 n 维列向量组（Ⅰ） 1 2, , , ( )m m n    线性无关，则 n 维列向量组（Ⅱ）

1 2, , , m   线性无关的充分必要条件为（ ）

（A）向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示.

（B）向量组（Ⅱ）可由向量组（Ⅰ）线性表示.

（C）矩阵 A  1 2( , , , )m   与矩阵 B  1 2( , , , )m   等价.

（D）向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）等价.

【答案】（C）

【解析】因为 A与 B等价，有 ( ) ( ) ,r A r B m  所以 B的 m 个列向量线性无关.

当向量组（Ⅱ）线性无关时，矩阵 A与 B均等价与
mE
O

 
 
 

，故 A与 B等价.

二、填空题：914 小题，每小题 4 分，共 24 分，请将答案写在答题纸．．．指定位置上.

(9) 设 ( )f x 在 0x  处连续，且 ( )0

1 coslim 1,
1f xx

x
e





则 ( )f x 的极小值为 _____.

【答案】0

【解析】由 ( )0

1 coslim 1,
1f xx

x
e





知

( )

0
lim[ 1] 0,f x

x
e


  即

0
lim ( ) 0 (0).
x

f x f


 

又由

2

( )0 0

1
1 cos 2lim lim 1,

1 ( )f xx x

xx
e f x 


 


即

0

2lim 1,( ) (0)x

x

f x f
x





故

0

( ) (0)(0) lim 0,
x

f x ff
x

  

2

0

1
2lim 1 0,
( )x

x

f x
  由 保 号 性 ， 0, ( ,0) (0, ),x        有

21
2 0,
( )

x

f x
 故

( ) 0 (0),f x f  所以 ( )f x 的极小值为 (0) 0.f 

(10) 定积分
2018

0
( 1)( 2) ( 2018) _____ .I x x x x dx     

【答案】0

【解析】令 1009 ,x t  则

1009

1009

1009 2 2 2 2 2

1009

( 1009)( 1008) ( 1) ( 1) ( 1008)( 1009)

( 1009 )( 1008 ) ( 1) 0.

I t t t t t t t dt

t t t tdt
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(11) 设 ( )y y x 满足微分方程 ,xxy xe y   且
0

(1) 1 sin ,y xdx


  则

( ) ______ .y y x 

【答案】
1 [ 4( 2 1)]x xxe e
x

  

【解析】将原方程化为
1 ,xy y e
x

   解一阶线性微分方程得
1 ( ).x xy xe e C
x

   又由于

0 0
(1) 1 sin sin cos 4( 2 1),

2 2
x xy xdx dx

 
       从 而 得 4( 2 1),C   所 以

1 [ 4( 2 1)].x xy xe e
x

   

(12) 设 ( )f x 在 ( , )  有三阶连续导数，且满足
22 ( ) ( ) 2( ),

2
xf x f x x   则

(0) _____ .f  

【答案】0

【解析】由已知等式得 (0) 0.f 

等式两边同时对 x求导，得
12 ( ) ( ) 2(1 2 ),
2 2

xf x f x    （*）.令 0,x  得
4(0) .
3

f  

对（*）两边同时对 x求导，得
12 ( ) ( ) 4,
4 2

xf x f    （**）.令 0,x  得
16(0) .
7

f   

对(**)两边同时对 x求导，得
12 ( ) ( ) 0,
8 2

xf x f   令 0,x  得 (0) 0.f  

（13）设
0

1( ) cos ,
x

f x dt
t

  则 (0) ______ .f  

【答案】0

【解析】

1 12 2
0

0 0 0

2
112 3 1 13 3

0 0 0

1 3

cos 11 sincos 1(0) lim lim lim

sin 2sin 1 2sin 2sinsin
1lim lim lim( sin )

2sin 2
1 10 sin sin

x

x x

x x x

xx x x

x x x

x

udu d udt u utf u
x t x x

u u u udu x du duu u x u ux
x x x x

udu
u ux x

x x x

 

  

  

  



   

  
    

     

 

  

 1 3 1sin 0, 0.x

du
x x x

x x



    


由夹逼准则，有 (0) 0.f  
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（14）设

10 0 0
4

1 0 0 0
,10 0 0

2
10 0 0
3

A

 
 
 
 
 
 
 
 
  

则行列式
1 *( ) ______ .A 

【答案】
3(4!)

【解析】
31 1 * 1 3 3

0 1 0 0
0 0 2 0

, ( ) ( 4!) (4!) .
0 0 0 3
4 0 0 0

A A A  

 
 
      
 
 
 

三、解答题：15—23 小题，共 94 分.请将解答写在答题纸．．．指定位置上.解答应写出文字说明、

证明过程或演算步骤.

（15）（本题满分 10 分）计算
3 2

1
sin 1 cos2

00
lim 1 sin( ) .

x x x

x
t dt  



   

【答案】

1
3e

【解析】

sin sin2 2 2
0 0

3 2 3 20 0 0

ln[1 sin( ) ] sin( ) sin[(sin ) ]cos 1lim lim lim
1 cos 3 3 .

x x

x x x

t dt t dt x x
x x x xe e e e  



 

 
   原式

（16）（本题满分 10 分）设 ( )y y x 满足微分方程 4 3 ,xy y y xe    且其图形在点 (0,1)

处的切线与曲线在
2 1 1

4
y x x   在该点处的切线重合，求 ( ).y y x

【答案】
3 23 1 1 1( )

2 2 4 4
x x xe e x x e  

【 解 析 】 4 3 xy y y xe    的 特 征 方 程 为
2 4 3 0,r r   得 1 21, 3.r r  令 特 解

* ( ) ,xy x ax b e  将
*y 代入微分方程得 4 2 2 ,ax a b x    故

1 ,
4

a b   所以方程的通

解为
3 2

1 2
1 1( ) ( )
4 4

x x xy x C e C e x x e    ，（ 1 2,C C 为任意常数） .又已知有公切线，得

1(0) 1, (0) ,
4

y y   故 1 2 1 21, 3 0,C C C C    解得 1 2
3 1, ,
2 2

C C   所以方程的通解

为
3 23 1 1 1( ) ( ) .

2 2 4 4
x x xy x e e x x e   

（17）（本题满分 10 分）函数 ( , )z f x y 的全增量 (2 3) (2 4) ,z x x y y       且
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(0,0) 0,f  求 ( , )z f x y 在
2 2: 25D x y  上的最值.

【答案】最小值为
25 ,
4

 最大值为50

【解析】依题意，有 2 3, 2 4,z zx y
x y
 

   
 

  22 3 ( ) 3 ( ).z x dx y x x y      

又由 ( ) 2 4,z y y
y

   


积分得
2( ) 4 ,y y y C    则

2 23 4 .z x x y y C    

由 (0,0) 0,f  得 0,C  故
2 2( , ) 3 4 .f x y x x y y   

由 2 3 0, 2 4 0,z zx y
x y
 

     
 

得 1 1
3 3 25, 2, ( , 2) .
2 2 4

x y f     

令
2 2 2 2( , , ) 3 4 ( 25),L x y x y x y x y       

由
2 2

2 3 2 0,
2 4 2 0,

25 0,

x

y

L x x
L y y
L x y




    
     
     

得
32

32

3,3,
(3, 4) 0, ( 3,4) 50,

4,4,
xx

f f
yy
  

       

所以最小值为
25 ,
4

 最大值为50.

（18）（本题满分 10 分）设 ( )f x 在[ , ]a b 上有二阶导数，且 ( ) 0.f x  （Ⅰ）证明至少存在

一点 ( , )a b  ，使得 ( ) ( )( ) ( )( );
b

a
f x dx f b a f a b     （Ⅱ）对（Ⅰ）中的 ( , )a b  ，

求 lim .
b a

a
b a







【答案】（Ⅰ）略（Ⅱ）
1
2

【解析】（Ⅰ）令 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ),
b

a
x f b x a f a b x f x dx a x b        因 ( )f x 在[ , ]a b

连续且单调递增，所以 ( ) ( ) ( ), ( , ),f a f x f b x a b  

且 ( )( ) ( ) ( )( ), ( , ),
b

a
f a b a f x dx f b b a x a b     于是 ( ) 0, ( ) 0,a b   由零点定理

得 ( , ),a b  使得 ( ) 0,   即 ( ) ( )( ) ( )( ).
b

a
f x dx f b a f a b    

（Ⅱ）
( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim

( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

b

a

b a b a b a

f x dx f a b aa f b f a
b a b a f b f a b a f b f b f a
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( ) ( )
( ) 1lim .( ) ( ) ( ) ( ) 2( )b a

f b f a
f ab a

f b f a f a f af b
b a






 


  

   


（ 19 ）（ 本 题 满 分 10 分 ） 计 算 二 重 积 分
2 2[cos sin sin( )]

D

x y x y d  ， 其 中

2 2 2{( , ) , 0}D x y x y a a   常数 .

【答案】
2(1 cos )

2
a



【解析】
2 2 2 2[cos sin sin( )] cos sin sin( ) ,

D D D

x y x y d x y d x y d        

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

0 0

1cos sin cos sin (cos sin cos sin )
2

1 1sin( ) sin (1 cos ).
2 2 2

D D D

a

D

x y d y x d x y x y d

x y d d r r dr a


  

 

  

    

  

  

sin( ) (sin cos cos sin ) sin cos cos sin 0.
D D D D

x y d x y x y d x yd x yd           

故
2 2[cos sin sin( )]

D

x y x y d  2(1 cos ).
2

a
 

（20）（本题满分 11 分）设函数    01

0

22   xdtxtxf ，求  xf ' 并求  xf 的最小值.

【答案】  
2

min
4 2 0 1 1 1' ( )

2 42 1
x x x

f x f x f
x x

           

【解析】当0 1x  时，      12 2 2 2 3 2

0

4 1
3 3

x

x
f x x t dt t x dt x x       

当 1x  时，    
3
121

0

22   xdttxxf

则  
3 2

2

4 1 , 0 1,
3 3

1 , 1,
3

x x x
f x

x x

     
  


 
24 2 0 1

'
2 1
x x x

f x
x x

   
 

 .

由导数的定义可知，  ' 1 2f  故  
24 2 0 1

'
2 1
x x x

f x
x x

   
 



易知  xf 的最小值为
1 1 .
2 4

f    
 

（21）（本题满分 11 分）已知曲线 L的方程

2

2

1,
( 0)

4 ,
x t

t
y t t

  
 

 



让有理想的人更加卓越！

8

(I) 讨论 L的凹凸性;

(II) 过点 ( 1,0) 引 L的切线，求切点 0 0( , )x y ，并写出切线的方程;

(III) 求此切线与 L (对应 0x x 的部分)及 x轴所围成的平面图形的面积.

【答案】(I) 曲线 L是凸的；(II) 切点为(2，3)，切线方程为 1y x  ；(III)
7
3

【解析】

计算该参数方程的各阶导数如下

(I)
4 2 22 , 4 2 , 1
2

dx dy dy tt t
dt dt dx t t


      ,

2

2 2 3

1 2 1 1 0 ( 0)
2

dyd
d y dx tdxdx dt t t t

dt

 
             

 
,

所以曲线 L是凸的.

(II)设切点 0 0 0( , ) x y t t对应参数 ，即
2

0 0 1x t  ，
2

0 0 04y t t  ，

切线方程为
0

20 1 ( 1)
 

    
 

y x
t

，

0

2
0 0

02
0 0 0

42 21, 1= 1( 0)
1+1


     

t t

t tdy t t
dx t t t

由 ,

所以，切点为(2，3)，切线方程为 1y x  .

(III) 设 L 的方程 ( )x g y , 则  
3

0

( ) ( 1)S g y y dy     .

2 4 0 2 4 , (2,3) 1, 2 4         t t y t y t t y由 解出 又切点 对应 得 ，

 22 4 1 ( )     x y g y可知 ,

所以  
3

0

9 4 4 ( 1)S y y y d y       
3 3

0 0

(10 2 ) 4 4y dy yd y    
33 3

32 2
0

0 0

2(10 ) 4 4 (4 ) 21 4 (4 )
3

y y yd y y         
8 64 221 3
3 3 3

    
7
3

 .
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（22）（本题满分 11 分）设线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,
2 ( 4) 5 6,

2 3,

x x x
x k x x
x x kx

  
    
     

有无穷多解，3 阶矩阵 A

有 特 征 值 1 2 31, 1, 0,      其 对 应 的 特 征 向 量 分 别 为

1 2 1(1, 2 , 1), ( , 3, 2), ( 2, 1, 1).k k k k k k          

（Ⅰ）求 k的值；（Ⅱ）求矩阵
3.A

【答案】（Ⅰ） 0k  ;（Ⅱ）

5 4 6
3 3 3
7 6 8

  
  
  

【解析】（Ⅰ）

1 2 1 3 1 2 1 3
2 4 5 6 0 7 0 ,
1 2 3 0 0 1 0

A k k
k k

   
          
         

由方程组有无穷多解知

1,k   或 0.k  当 1k   时， 1 2 1(1, 2, 1), ( 1, 2,1), ( 3, 1,0)          线性相关，与

题意矛盾，故 1.k   当 0k  时， 1 2 1(1,0, 1), (0,3, 2), ( 2, 1,1)        线性无关，

故 0k  为所求.

（ Ⅱ ） 由 （ Ⅰ ） 及 已 知 条 件 知 1 2 3 1 2 3

1 0 0
( , , ) ( , , ) 0 1 0 ,

0 0 0
A      

 
   
  

故

3

3 1
1 2 3 1 2 3

1 0 0 5 4 6
( , , ) 0 1 0 ( , , ) 3 3 3 .

0 0 0 7 6 8
A       

    
         
      

（23）（本题满分 11 分）设 n阶实对称矩阵 A只有两个不同的特征值 1 1  和 2 ，且 A的

属于 1 的特征向量仅有 (1,0, ,0,1) .T （Ⅰ）求矩阵 A；（Ⅱ）当 2 满足什么条件时， A是

正定矩阵.

【答案】（Ⅰ）

2 2

2

2

2 2

1 1(1 ) 0 0 (1 )
2 2

0 0 0
;

0 0 0
1 1(1 ) 0 0 (1 )
2 2

A

 





 

   
 
 
 
 
 
 
  
 




   





（Ⅱ） 2 0 
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【解析】（Ⅰ）设 2 对应的特征向量为 1 2( , , , ) ,Tnx x x 由 A为实对称矩阵，故 1 0.nx x  解

此方程，得 2 对应的特征向量为 1 2 2 1

0 0 0 0
1 0
, , , , .0 1 0 0

1 0
0 0 0 1

n n    

       
       
       
          
       
       
              

 


 

单位化得正交矩阵

1 10 0 0
2 2

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

,

0 0 1 0 0
1 10 0 0
2 2

Q

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 






    




故
1

2 2 2( , , , ,1).TQ AQ Q AQ diag       

于是

2 2

2

2

2 2

1 1(1 ) 0 0 (1 )
2 2

0 0 0
.

0 0 0
1 1(1 ) 0 0 (1 )
2 2

A

 





 

   
 
 
 
 
 
 
  
 




   





（Ⅱ）由于 A为实对称矩阵，所以 A正定的充分必要条件是其特征值全大于 0，故 2 0. 
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